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TWO-PARAMETER CHARACTERISATION OF

A CRACK GROWING IN THE VICINITY OF

THE MATERIAL INTERFACE

R. Gröger∗, Z. Knésl†

Summary: A crack propagating in the vicinity of the material interface is analyzed. The
problem is solved in the range of two-parameter linear elastic fracture mechanics. The aim
of the contribution is to assess the influence of T stress on the direction of a crack growing
to the interface. The interface is modelled for different material properties characterised by
the Dundur’s composite parameters. First the effect of the interface on T stress value is
studied and values of KI , KII and T stress are estimated. Consequently the two-parameter
modification of MTS criterion and Sih’s SED criterion is used for prediction of a crack
propagation direction. Both these approaches are compared. It is concluded that the negative
values of T stress stabilize the crack propagation perpendicularly to the interface.
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Úvod

Lomová houževnatost materiál̊u může být významně ovlivněna velikost́ı constraintu na čele
trhliny. Experimentálně je totiž prokázáno, že vzorky s nižš́ı hodnotou constraintu vykazuj́ı vyšš́ı
hodnotu lomové houževnatosti.

Z analýzy rozděleńı napět́ı v okoĺı kořene trhliny vyplývá, že jednou z možných cest ve-
doućıch k popisu tohoto constraintu je složka napět́ı σxx paralelńı k ĺıćım trhliny, označovaná
jako T napět́ı. Je také známo, že velikost plastické zóny záviśı významně na velikosti T napět́ı.
Závislost velikosti a tvaru plastické zóny na velikosti constraintu byly poprvé studovány
Larssonem a Carlssonem v [3]. Constraint je označován jako vysoký, je-li T > 0, popř. ńızký,
je-li T < 0.

Ačkoliv v současné době existuje již množstv́ı praćı zabývaj́ıćıch se popisem constraintu
pro r̊uzné konfigurace modelu a okrajových podmı́nek, stále ještě z̊ustává v nedostatečné mı́̌re
zodpovězena otázka vlivu smı́̌seného módu zat́ıžeńı na hodnotu T napět́ı. Ke vzniku smykového
módu přitom docháźı jednak v homogenńıch tělesech, ale také v př́ıpadě nehomogenńıch těles,
kde jednu skupinu problémů tvoř́ı úlohy s trhlinami v bĺızkosti rozhrańı materiál̊u.

Z literatury [5] je známo, že trhlina, která lež́ı v bĺızkosti rozhrańı dvou materiál̊u a je
skloněna k rozhrańı o nenulový úhel (obr. 1) se chová následovně:

E1 < E2 – docháźı ke zvětšováńı úhlu θ0 charakterizuj́ıćıho směr š́ı̌reńı trhliny. Trhlina pak bude
mı́t snahu natáčet se do směru rovnoběžného s rozhrańım materiál̊u.

E1 = E2 – homogenńı př́ıpad; docháźı k š́ı̌reńı trhliny pod úhlem, který záviśı na poměru faktor̊u
intenzity napět́ı KII/KI
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E1 > E2 – V tomto př́ıpadě docháźı ke stabilizaci směru š́ı̌reńı trhliny. Znamená to, že se trhlina
bude postupně natáčet do směru kolmého k vněǰśımu zat́ıžeńı, tedy kolmo k rozhrańı
materiál̊u.

V této práci je analyzováno š́ı̌reńı trhliny s ohledem na velikost normálové a smykové složky
zat́ıžeńı. Pro tento obecně smı́̌sený zátěžný stav je vypočtena velikost KI , KII a T napět́ı.
Na základě modifikovaného kritéria maximálńıho tahového napět́ı (MTS) a kritéria hustoty
deformačńı energie (SED) je predikován směr š́ı̌reńı trhliny. V druhé části práce je studován
efekt vzdálenosti rozhrańı na velikost constraintu napět́ı a stabilitu směru š́ı̌ŕıćı se trhliny.

Teoretické pozad́ı

Rozděleńı napět́ı v okoĺı kořene trhliny
Rozděleńı napět́ı v okoĺı kořene trhliny je v polárńıch souřadnićıch (r,θ) možné zapsat pomoćı

Williamsova rozvoje

σij =
∞∑

k=0

Ckr
λkfk

ij(θ) (1)

Ačkoliv je tato řada nekonečná, v rámci dvouparametrové lomové mechaniky jsou uvažovány
pouze prvńı dva členy, z nichž prvńı člen je pro r → 0 singulárńı s exponentem singularity
λk = −1/2 a je popisován faktorem intenzity napět́ı K. Druhý člen Williamsova rozvoje je pro
libovolné r konstantńı a je označován jako T napět́ı. Rozděleńı napět́ı v okoĺı kořene trhliny je
pak

σij =
KI√
2πr

f I
ij(θ) +

KII√
2πr

f II
ij (θ) + Tδ1iδ1j (2)

kde KI , KII jsou faktory intenzity napět́ı pro normálový a smykový mód, δ1i a δ1j jsou Kro-
neckerovy symboly. Jak je vidět, constraint v podobě T napět́ı se u normálového módu namáháńı
projev́ı pro i = j = 1 pouze u složky σ11 ≡ σxx.

Vlastnosti materiálového rozhrańı
Materiálové vlastnosti jsou v př́ıpadě kompozitńıch těles dány čtveřićı konstant E1, ν1, E2,

ν2, které jsou většinou vyjadřovány ve formě tzv. Dundurových kompozitńıch parametr̊u α, β
daných vztahy (např. [2])

α =
Γ(κ1 + 1)− (κ2 + 1)
Γ(κ1 + 1) + (κ2 + 1)

, β =
Γ(κ1 − 1)− (κ2 − 1)
Γ(κ1 + 1) + (κ2 + 1)

, (3)

kde Γ je poměr smykových modul̊u pružnosti µ1/µ2. Koeficienty κ1, κ2 záviśı na ν1 a ν2 vztahy
κi = 3−4νi pro rovinnou deformaci a κi = (3−4νi)/(1+νi), kde νi je Poissonovo č́ıslo materiálu i.
Velikostně nabývaj́ı kompozitńı parametry hodnot −1 ≤ α ≤ 1 a −0,5 ≤ β ≤ 0,5. Ve speciálńım
př́ıpadě, kdy α = β = 0 se pak jedná o homogenńı těleso.

Vzhledem k tomu, že v naš́ı analýze budou oba materiály mı́t stejné Poissonovo č́ıslo, bude
využito poměru E1/E2 charakterizuj́ıćıho vlastnost jejich rozhrańı. Tento poměr přitom, na
rozd́ıl od kompozitńıch parametr̊u α a β, může nabývat všech reálných hodnot.

Metoda výpočtu T-napět́ı
Velikost constraintu je v př́ıpadě elastické napjatosti charakterizována hodnotou T napět́ı.

Jedna z možných metod určeńı T napět́ı [1], označovaná jako př́ımá metoda superpozice napět́ı,
vycháźı z faktu, že na volných ĺıćıch trhliny budou nenulové pouze složky radiálńıho napět́ı σxx.
Pro θ = ±π jsou členy s KI a KII nulové a T napět́ı je př́ımo rovno velikosti radiálńıho napět́ı
σxx|θ=±π. Pro výpočet T lze pak s výhodou použ́ıt aproximativńı vztah [1]

T =
1
2

(σxx|θ=−π + σxx|θ=π) (4)



Faktor biaxiality zavedený Leeversem a Radonem [4] lze v př́ıpadě smı́̌seného módu zat́ıžeńı
definovat vztahem [1]:

B =
T
√

πa

Keff
, (5)

kde a je délka trhliny, T je velikost T napět́ı a Keff je efektivńı hodnota faktoru intenzity napět́ı.
V př́ıpadě smı́̌seného módu zat́ıžeńı lze Keff podle [1] vyjádřit relaćı:

Keff =
√

K2
I + K2

II (6)

Predikce směru š́ı̌reńı trhliny

V rámci jednoparametrové lomové mechaniky se obecně předpokládá, že se trhlina š́ı̌ŕı kolmo
na směr největš́ıho hlavńıho napět́ı tak, aby byl vliv smykového módu zat́ıžeńı eliminován.
V rámci dvouparametrového popisu vstupuje do úvah o směru š́ı̌reńı trhliny nav́ıc constraint
charakterizovaný hodnotou T napět́ı. Nejpouž́ıvaněǰśımi kritérii pro určeńı směru š́ı̌reńı trhliny
jsou Sihovo kritérium hustoty deformačńı energie (SED) a kritérium maximálńıho tahového
napět́ı (MTS).

SED kritérium je založeno na předpokladu, že trhlina se bude š́ı̌rit ve směru minimálńı
objemové hustoty deformačńı energie dW/dV , tedy ve směru minima funkce

S ≡ dW

dV
= a11K

2
I + 2a12KIKII + a22K

2
II + b1KIT + b2KIIT + b3T

2 (7)

Koeficienty aij jsou funkcemi radiálńıch souřadnic (r,θ) a materiálových parametr̊u a jsou dány
vztahy [7]:

a11 = A(κ− cos θ)(1 + cos θ) b1 = B cos θ
2

[
(κ− 2)− cos θ + 2 cos2 θ

]
a12 = A sin θ [(1− κ) + 2 cos θ] b2 = −B sin θ

2

[
κ + cos θ + 2 cos2 θ

]
a22 = A [(1 + κ)(1− cos θ) + (1 + cos θ)(3 cos θ − 1)] b3 = 1+κ

16µ ,

(8)
kde A = 1/(16µπr), B = 1/(4µ

√
2πr), µ je smykový modul pružnosti a κ je koeficient definovaný

u vztahu (3). Minimalizaćı funkce (7) źıskáme směr š́ı̌reńı trhliny θ0 splňuj́ıćı podmı́nky minima
hustoty deformačńı energie ∂S/∂θ = 0 a ∂2S/∂θ2 > 0.

Kritérium MTS vycháźı z předpokladu, že se trhlina bude vždy š́ı̌rit směrem maximálńıho
tahového napět́ı, tj. ve směru maxima obvodového napět́ı σθθ. Z rozboru výsledk̊u praćı
zabývaj́ıćıch se výpočty směru š́ı̌reńı trhliny vyplývá, že směr š́ı̌reńı trhliny záviśı v př́ıpadě
smı́̌seného módu na velikosti KI , KII , T a na vzdálenosti od kořene trhliny. Hledaný úhel θ0

pak podle modifikovaného kritéria MTS odpov́ıdá maximu napět́ı σθθ, tj. splňuje podmı́nky
∂σθθ/∂θ = 0 a ∂2σθθ/∂θ2 < 0.

σθθ =
1

4
√

2πr

[
KI

(
3 cos

θ

2
+ cos

3θ

2

)
− 3KII

(
sin

θ

2
+ sin

3θ

2

)]
+ T sin2 θ (9)

Skutečnost, že směr š́ı̌reńı trhliny záviśı také na vzdálenosti r0 zp̊usobuje problematické
stanoveńı úhlu θ0. V literatuře je voleno obvykle r0 = a/100, kde a je délka trhliny, přičemž
tato volba je čistě účelová a nemá odpov́ıdaj́ıćı fyzikálńı opodstatněńı. V článku [6] je hodnota
r0 rovna velikosti plastické zóny na čele trhliny, která je určena např. pomoćı von Misesovy
podmı́nky. Prakticky se velikost plastické zóny určuje ve směru trhliny, přičemž v obecném
př́ıpadě je k vyjádřeńı θ0 z rovnic (7) a (9) nutné použ́ıt metod numerické analýzy.



Numerické výsledky

Stanoveńı velikosti lomových parametr̊u
Pro výpočet T napět́ı a směru š́ı̌reńı trhliny byl použit vzorek s bočńı trhlinou délky a

skloněnou od kolmice k rozhrańı o úhel φ. Vzorek byl modelován jako polonekonečný a byl
podroben normálovému zat́ıžeńı v dostatečné vzdálenosti od kořene trhliny.

Obr. 1: Model vzorku s trhlinou

Napět́ı σ0 = 50MPa bylo modelováno jako liniové, přičemž byly uvažovány podmı́nky
rovinné deformace. Rozhrańı materiál̊u bylo tvořeno spojeńım dvou pás̊u, zajǐst’uj́ıćım spoji-
tost posuv̊u na rozhrańı, o š́ı̌rkách W1 = 20mm, W2 = 200mm a délce L1 = L2 = 1000mm.
Oba materiály byly uvažovány homogenńı, přičemž v našich výpočtech z̊ustávala Poissonova
č́ısla obou materiál̊u neměnná, a to ν1 = ν2 = 0,3.
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Obr. 2: Nezávislost faktoru biaxiality na poměru E1/E2

Nejdř́ıve byly zjǐst’ovány hodnoty K a T pro konstantńı vzdálenost trhliny od rozhrańı
δ = 10mm. K aproximaci T byla použita př́ımá metoda superpozice napět́ı [1]. Hodnoty σxx

byly stanoveny pro poměr 0,2 ≤ r/a ≤ 1 na obou ĺıćıch trhliny, tj. pro θ = −π a θ = π.
Závislost faktoru biaxiality na úhlu sklonu trhliny φ pro r̊uzné poměry E1/E2 ukazuje obr. 2.

Vid́ıme, že pro všechny sledované úhly φ je stanovená hodnota B velmi bĺızká a lze tedy ř́ıci, že
faktor biaxiality je nezávislý na vlastnostech rozhrańı.



Směr š́ı̌reńı trhliny
Nejdř́ıve byla testována shoda výsledk̊u źıskaných pomoćı kritéria MTS a SED, a to pro

typicky nehomogenńı rozhrańı E1/E2 = 4. Źıskané hodnoty uvád́ı tab. 1, pr̊uběh závislosti θ0(φ)
pak obr. 3 a). Obě kritéria poskytuj́ı velmi bĺızké hodnoty směru š́ı̌reńı trhliny, a to jak pro
homogenńı, tak i nehomogenńı rozhrańı materiál̊u. V tab. 1 uvád́ıme źıskané hodnoty pouze pro
významné poměry Youngových modul̊u.

Tab. 1: Hodnoty lomových parametr̊u pro r̊uzný sklon trhliny φ. Jednotky: K [MPa.mm1/2],
T [MPa], θ0 [◦], φ [◦]

E1/E2 = 0,25
φ

0 30 45 60
KI 93,63 82,67 70,31 54,87
KII 0,03 27,45 35,30 39,17
T -8,23 -9,46 -5,18 -1,48
B -0,49 -0,61 -0,37 -0,12
θ0 (MTS) -0,03 -29,85 -39,45 -47,17
θ0 (SED) -0,03 -28,34 -37,17 -44,85

E1/E2 = 4
φ

0 30 45 60
KI 756,74 668,19 565,93 425,69
KII 0,07 223,42 287,9 319,74
T -67,57 -72,94 -39,31 -10,74
B -0,50 -0,58 -0,35 -0,11
θ0 (MTS) -0,01 -26,27 -37,36 -47,41
θ0 (SED) -0,01 -25,81 -36,00 -45,56
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Obr. 3: Porovnáńı kritéria MTS a SED (E1/E2 = 4, δ = 10mm)

V našem př́ıpadě nejsou čela trhliny podrobena pouze čistému normálovému módu, kde
KII = 0, ale nav́ıc obsahuj́ı jistou nenulovou složku smykového zat́ıžeńı. K čistému módu I
docháźı pouze u φ = 0. Natáč́ıme-li postupně ĺıce trhliny o úhel φ, převládá pro dané δ smykové
zat́ıžeńı nad vlivem rozhrańı. Tento jev trvá přibližně do φ = 60◦. Při daľśım natáčeńı trhliny se
projevuje významný vliv rozhrańı a směr š́ı̌reńı trhliny je pro E1 > E2 rozhrańım stabilizován.

Uvažujme polárńı souřadný systém (r,θ) s vrcholem v kořeni trhliny. Označme θ0 směr
š́ı̌reńı trhliny vypočtený pro homogenńı vzorek, tj. za předpokladu E1 = E2. Mějme libovolnou
nehomogenńı kombinaci materiálových charakteristik Ei a νi, pro kterou máme určen směr š́ı̌reńı
trhliny označený θ0. Potom rozd́ıl úhl̊u

∆θ0 = θ0 − θ0 (10)

označ́ıme jako stabilizačńı úhel materiálového rozhrańı.



Je-li tento úhel kladný, má trhlina tendenci š́ı̌rit se podél rozhrańı; bude-li úhel ∆θ0 záporný,
má rozhrańı stabilizačńı vliv na směr š́ı̌reńı trhliny, a ta se natáč́ı kolmo k rozhrańı.
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Obr. 4: Efekt stabilizace úhlu θ0 pro r̊uzné kombinace E1/E2 a φ (δ = 10mm)

Na obr. 4 je vidět porovnáńı stabilizačńıch úhl̊u ∆θ0 stanovených na základě kritéria MTS
a SED. V jistém rozmeźı φ je pro E1/E2 > 1 stabilizačńı úhel kladný. Pro úhly φ > 60◦ již
můžeme pozorovat podstatný stabilizačńı vliv rozhrańı – obr. 3 b). Š́ı̌ŕı-li se trhlina z materiálu
E1 a plat́ı, že E1 > E2, zp̊usobuje rozhrańı stabilizaci směru š́ı̌reńı trhliny. Trhlina má tedy
snahu š́ı̌rit se ve směru kolmém k rozhrańı. Pro φ > 60◦ lze pozorovat výrazný stabilizačńı
účinek rozhrańı, což dokazuje i pr̊uběh ∆θ0(φ) pro obě použitá kritéria na obr. 3 b).

Efekt vzdálenosti trhliny od rozhrańı
Předchoźı analýzy předpokládaly neměnnou vzdálenost δ kořene trhliny od rozhrańı. Aby-

chom dokázali lépe zodpovědět, jaký vliv má rozhrańı na velikost constraintu a směru š́ı̌reńı
trhliny, byly modelovány daľśı tři konfigurace pro δ = 1, 5 a 15 mm. Výpočty byly provedeny
pro úhel sklonu trhliny φ = 30◦ a r̊uzné kombinace E1/E2 – źıskané hodnoty udává pro okrajové
poměry Youngových modul̊u následuj́ıćı tabulka.

Tab. 2: Hodnoty lomových parametr̊u pro r̊uzné vzdálenosti kořene trhliny od rozhrańı.
Jednotky: K [MPa.mm1/2], T [MPa], θ0 [◦], δ [mm]

φ = 30◦, E1/E2 = 0,25
δ

1 5 10 15
KI 99,10 92,14 82,67 63,20
KII 14,68 28,08 27,45 21,47
T -8,45 -8,34 -9,46 -10,58
B -0,65 -0,59 -0,61 -0,63
θ0 (MTS) -15,40 -28,30 -29,85 -29,71
θ0 (SED) -14,99 -26,89 -28,34 -28,31

φ = 30◦, E1/E2 = 4
δ

1 5 10 15
KI 1553,60 949,23 668,19 414,05
KII 367,50 311,95 223,42 140,68
T -116,59 -83,16 -72,94 -68,82
B -0,56 -0,57 -0,58 -0,62
θ0 (MTS) -20,80 -27,74 -26,27 -27,74
θ0 (SED) -20,24 -26,73 -25,81 -24,95



Na obr. 5 a) je vidět vliv rozd́ılnosti Youngových modul̊u na velikost faktoru biaxiality.
Nacháźı-li se kořen trhliny v dostatečné vzdálenosti od rozhrańı, jsou hodnoty B pro všechny
sledované kombinace E1/E2 velmi bĺızké. S klesaj́ıćı vzdálenost́ı δ pozorujeme výrazný nár̊ust
B pro E1/E2 > 1.
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Obr. 5: Vliv vzdálenosti rozhrańı na velikost B a úhlové diference ∆θ0

Źıskané hodnoty θ0 pro obě použitá kritéria udává tab. 2, pr̊uběh velikosti stabilizačńıho úhlu
∆θ0 pak obr. 5 b). V př́ıpadě, kdy se trhlina š́ı̌ŕı z materiálu s větš́ım Youngovým modulem, tedy
E1/E2 > 1, docháźı s klesaj́ıćı vzdálenost́ı δ k poklesu ∆θ0. Fyzikálně se jedná o stav, kdy se
trhlina natáč́ı do směru kolmého k rozhrańı, tedy kolmo na směr největš́ıho hlavńıho napět́ı.
V těsné bĺızkosti rozhrańı dostáváme zápornou hodnotu stabilizačńıho úhlu ∆θ0 a rozhrańı pak
výrazně ovlivňuje směr š́ı̌reńı trhliny.

V druhém př́ıpadě, kdy se trhlina š́ı̌ŕı z materiálu s menš́ım Youngovým modulem, tedy
E1/E2 < 1, docháźı v bĺızkosti rozhrańı k nár̊ustu ∆θ0. V těsné bĺızkosti rozhrańı je ∆θ0

kladný, což nasvědčuje stavu, kdy se trhlina natáč́ı do směru rovnoběžného s rozhrańım.

Závěr

Byla modelována součást s rozhrańım dvou materiál̊u, kde z materiálu 1 se do materiálu 2
š́ı̌ŕı trhlina pod obecným úhlem φ s kořenem ve vzdálenosti δ od rozhrańı. Pro výpočet T napět́ı
byla použita př́ımá metoda superpozice napět́ı [1], z něhož byl následně určen faktor biaxiality
napět́ı B.

Pro predikci směru š́ı̌reńı trhliny bylo využito modifikovaného kritéria maximálńıho tahového
napět́ı MTS a také Sihova kritéria hustoty deformačńı energie SED. Źıskané úhly směru š́ı̌reńı
trhliny θ0 byly vyjádřeny pomoćı stabilizačńıho úhlu ∆θ0. Je-li tento úhel kladný, zp̊usobuje
rozhrańı nár̊ust úhlu š́ı̌reńı trhliny. Je-li tento úhel záporný, má rozhrańı výrazný stabilizačńı
účinek na směr š́ı̌reńı trhliny a trhlina má tendenci š́ı̌rit se kolmo k rozhrańı.

Bylo zjǐstěno, že rozhrańı dvou materiál̊u má výrazný vliv na stabilitu směru š́ı̌ŕıćı se trhliny,
a to zejména v těsné bĺızkosti rozhrańı. V př́ıpadě, kdy se trhlina š́ı̌ŕı z materiálu s vyšš́ım
Youngovým modulem, je vliv rozhrańı na směr š́ı̌reńı trhliny malý a s klesaj́ıćı vzdálenost́ı
kořene trhliny od rozhrańı významně nar̊ustá. Vycháźı-li trhlina z materiálu s menš́ım E, má
tendenci š́ı̌rit se ve směru rovnoběžném s rozhrańım, a to hlavně v těsné bĺızkosti rozhrańı, kdy
je stabilizačńı účinek rozhrańı podstatný (kladný úhel ∆θ0). U trhlin ve větš́ıch vzdálenostech
od rozhrańı je směr jejich š́ı̌reńı výrazně ovlivněn velikost́ı smykových napět́ı podél ĺıćı trhliny.



Ze źıskaných výsledk̊u byl studován vliv vzdálenosti rozhrańı na hodnoty lomových
parametr̊u a na směr š́ı̌reńı trhliny. Bylo zjǐstěno, že s klesaj́ıćı vzdálenost́ı δ kořene trhliny
od rozhrańı klesá (pro E1/E2 > 1), popř. roste (pro E1/E2 < 1) velikost stabilizačńıho úhlu.
Důsledkem těchto závěr̊u je již zmı́něná tendence trhliny rychleji se natáčet do směru kolmého,
popř. rovnoběžného s rozhrańım. V těsné bĺızkosti rozhrańı je už možné pozorovat výrazný vliv
nehomogenity prostřed́ı.

Výsledky této práce lze využ́ıt při studiu š́ı̌reńı trhlin zejména v kompozitńıch materiálech.
V př́ıpadě, kdy trhlina konč́ı na rozhrańı materiál̊u, je exponent singularity napět́ı obecně r̊uzný
od −1/2 a zavád́ı se zobecněný faktor intenzity napět́ı H. Pokud se trhlina š́ı̌ŕı v rozhrańı,
je tento exponent komplexńı a ke stanoveńı hodnot lomových parametr̊u je nutné zabývat se
komplexńı analýzou rovnice (1).
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