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ARMA MODEL ASSEISMIC EXCITATION
Cyril Fischer; Jifi Naprstek!

Summary: The response of a linear structure subjected to non-staionary random excitation can
be determined using the correlation method. This method is extetended to accept excitation by a
non-white non-stationary ARMA-model. The excitation ARMA model is constructed in such a way
to fit stochastical characteristics of a true seismic process.
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1 Uvod

Metody vypottu odezvy stavebnich konstrukci na nahodné buzeni jsou omezeny Fadou predpokladi,
které je nutno klast na uvazované buzeni. Nékteré metody uvazuji zcela nerealistické buzeni (modul o-
vanym) bilym Sumem, jindy se omezuji na zcela konkrétni tvar spektralni hustoty ¢i modulace. Bézné
neuvazuji frekvencni nestacionaritu budiciho procesu. V predchozich pracich jsme uvedli metody vhodné
pro (takfka) libovolné modulace reprezentované splajnem. Pokud se takové metody doplni frekvencnim
rozkladem, vznikne kombinovana metoda schopna postihnou i nestacionaritu buzeni ve frekventni ob-
lasti.

Predkladana prace  obsahuje  modifikaci  korelaéni  metody  (plvodné  uvedené
v [Naprstek, Fischer O. 1995]) pro buzeni modulovanym ARMA procesem. Hlavni vyhodou
ARMA modelu je moznost pouZivat rlizné tvary spektralni hustoty, diky éemuz je mozno |épe postihnout
charakter néhodného buzeni. Tvar spektralni hustoty
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pouzivané v predchozich pracich je zvlastnim pfipadem ARMA(2,0) modelu.
S prihlédnutim k faktu, Ze numerické feSeni Uloh probiha v diskrétnich krocich, jakoz i k tomu, ze
zaznamy naméfenych nahodnych procestl jsou diskrétni, pouZili jsme teorii diskrétnich ARMA procesll.

2 Metoda

Pohyb linearni soustavy tuhych téles vybuzeny pohybem podliozi (napfiklad pfi zemétfeseni) se
popisuje rovnici
Mu(¢t) + Bu(t) + Cu(t) = Fv(t) + Gv(t) 2

kde M, B, C —jsou redné konstantni Ctvercové matice rozmérun x n
F, G —rellné konstantni obdénikové matice typun x m
u(t) —sloupcovy vektor odezvy odpovidajici posunlim (n)
v(t) —sloupcovy vektor predepsanych posunti v podporach (m).
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Pro jednoduchost predpokladeime, Ze v(t) = v(t) je skaléarni funkce a F, G jsou sloupcové vektory,
v(t;) = m(t;)n;, kde t; jsou Casové okamziky t; = iAt, m(t) je deterministicka modulacni funkce a
n(t) takova, Zen(t;) = n; je ndhodna posloupnost modelu ARMA pouZitého pro model ovani nahodného
buzeni.

2.1 Primacast

Jako prvni krok pfevedeme rovnici (2) nadiferencialni rovnici prvniho fadu

U(t) = QU(t) + Fm(t)i(t) + (Frin(t) + Gm(t))n(t) €)
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s pocatetni_podminkou U(0) = 0. Oznatme pravou stranu rovnice (3) jako f(t) = Fm(t)n(t) +
(Fr(t) + Gm(t))n(t). ReSeni rovnice (3) je mozno hledat pomoci Duhamelovaintegrélu ve tvaru

t
U(t) = Q00U (1) + [ €2 g(r)dr @

to

Nebot budici funkce n(t) je definovana pouze hodnotami v bodech ¢;, mlizeme ji uvazovat jako linearni:
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Stejnym zplisobem miizeme aproximovat modulani funkci p; = m(t;).
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Integral v rovnici (4) je pak pfepsat do tvaru
j
U(t)) = eQUT0U(tg) + Y eQUh) [ QUim7g(7)dr (5)
coz odpovida rekurentnimu vztahu

U(t;) = eQWU=t-0DU(t; 1) + / e~ (r)dr (6)

Oznatime-li
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s20 = AQ TG, s3; =2Q 7 (QAL — 1), sy =2At,Q 77
dostaneme po dosazeni zam(t) an(t) avypoctu vyraz pro integrél
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takze rekurentni formuli (6) je mozno zapsat maticove
Ui = Q20U + Sy mi + Saimi1 (7)
Pfipadny konstantni Casovy krok At; = At vypocCet zjednodusi, neni vaak nezbytny.

2.2 Popisbuzeni
Obecny ARMA (p, ) proces splfiuje rovnost (viz [Andél 76])
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=1 i=1

Koeficienty ; a 6; modelu je nutno urcit z poZzadovaného tvaru spektréni hustoty a {w,} je redna
posl oupnost nekorel ovanych nahodnych veliéin (bily um). Bez Ujmy naobecnosti miizeme predpokladat,
ze {w,} je centrovani, t. j. Ew,, = 0, Ew,w, = o%. Rovnost (8) je mozno zapsat rovnéz v maticovém
tvaru
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Nyni rozSifme vektor neznamych posunll a rychlosti U; o neznamé hodnoty buzeni n; a rovnici (7)

rovnici (9). Po dosazeni Y, = ( Un > bude
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Matice T'; bude mit tvar

2.3 Vypocet kovariantni matice

Vypocet disperse odezvy je mozno provést podle definice kovariancni funkce pro proménné Y; defino-
vané rekurenci (10) za pfedpokladu, Ze matematicky stfed odezvy bude nulovy. To je spinéno jednak pro
linearni Ulohy (2), jednak pro symetrické nelinearni Ulohy.

Kovariance systemu bude
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nenulovy prvek c je napozici (n + 1,n + 1), je-li n délka vektoru U;. Pro vypocCet ZZ-EYZ-rZ-TJrl staci
uvazit ¢asti vektorl tykajici se ARMA modelu. Rekurentnim pouzitim rovnosti (9) dostaneme

EmPiTJrl = E(®n;_1+p;)- PiT+1 = ‘1>Em_1~piT+1 +Ep; - PiT+1
= E(®(®n2+pi_1) +p;)- Pz’T+1 = ‘I>2Em_2-p¢T+1 + ‘I’Epi—l-Pz’TH +Ep; - P1T+1

= ®En;_.pli1 + P EP_ 1P + -+ ®Epi_1.pl +Ep; -l

V posledni rovnici je mozno fici, ze Eni_q.piT+1 = 0, nebot' ve vSech stitancich bude Enw; pro k& < 1.
Ddeplati, ze
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3 Parametry ARMA modelu

Parametry ARMA modelu je mozno zvolit podle poZzadovaného tvaru spektralni hustoty. PFi uréeni téchto
parametrll je nutno rovnéz vzit v Gvahu hodnotu At, nebot tato hodnota ma vliv na rozptyl &i intenzitu
bilého Sumu {wy, }. Jedingm omezenim, podminénym stabilitou vypoctu, je nutnost, aby determinant
det |®| < 1. Poznamengime, ze det |®| = |pp|.

Podle [Zhang a Zheng 1999] je mozno Kanai—Tajimi spektrum [Tajimal960], pouZivané v seismickém
inzenyrstvi a definované jako
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definovat jako ARMA(2,1) model s parametry
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4 Numericky priklad
Jako priklad uk&zeme rozptyl odezvy jednoduchého oscilatoru

B(t) + 2hwoi (t) + wiz(t) = 0(t) +u(t), =(0)=2(0)=0

pro hodnoty wy = 0.31mw, h = 0.15 a parametry ARMA modelu ¢; =1,94797 a ¢y =-0,950279,
01=0,9712127 , 0 = 1,51, At = 0.05. Spektralni hustota buzeni podle Kanai-Tgjimi je vykreslena na
obrazku 1. Jeji vrchol zhruba odpovida vlastni frekvenci oscilatoru. Rozptyl odezvy je je naobrazcich 2
a 3 (po fadé posun arychlost).
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5 Zaveér

V predkladané praci navrhujeme numericky vypocet stochastickych charakteristik odezvy linearni sou-
stavy na Gaussovské nestacionarni buzeni reprezentované modulovanou posloupnosti vyhovujici obec-
nému ARMA modelu. Uvedenou metodu je mozno pomérné jednoduSe zobecnit i pro symetrické ne-
linedrni problémy. Neni vhodna pro prilis rozsahlé soustavy. Hlavni vypoCetni ndpor je soustfedén do
vypoctu maticové exponenciely a LU rozkladu matice Q, j€jiZz dimenze je rovna dvojnasobku dimenze
soustavy.

Podékovani: Prace vznikla za podpory grantll GAAVCR No. A 271002/00 a GACR 103/96/K O34. Text
byl upraven procesorem LyXa IATEX.
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