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ARMA MODEL AS SEISMIC EXCITATION

Cyril Fischer∗, Jiřı́ Náprstek†,

Summary: The response of a linear structure subjected to non-staionary random excitation can
be determined using the correlation method. This method is extetended to accept excitation by a
non-white non-stationary ARMA-model. The excitation ARMA model is constructed in such a way
to fit stochastical characteristics of a true seismic process.
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1 Úvod

Metody výpočtu odezvy stavebnı́ch konstrukcı́ na náhodné buzenı́ jsou omezeny řadou předpokladů,
které je nutno klást na uvažované buzenı́. Některé metody uvažujı́ zcela nerealistické buzenı́ (modulo-
vaným) bı́lým šumem, jindy se omezujı́ na zcela konkrétnı́ tvar spektrálnı́ hustoty či modulace. Běžně
neuvažujı́ frekvenčnı́ nestacionaritu budı́cı́ho procesu. V předchozı́ch pracı́ch jsme uvedli metody vhodné
pro (takřka) libovolné modulace reprezentované splajnem. Pokud se takové metody doplnı́ frekvenčnı́m
rozkladem, vznikne kombinovaná metoda schopná postihnou i nestacionaritu buzenı́ ve frekvenčnı́ ob-
lasti.

Předkládaná práce obsahuje modifikaci korelačnı́ metody (původně uvedené
v [Náprstek, Fischer O. 1995]) pro buzenı́ modulovaným ARMA procesem. Hlavnı́ výhodou
ARMA modelu je možnost použı́vat různé tvary spektrálnı́ hustoty, dı́ky čemuž je možno lépe postihnout
charakter náhodného buzenı́. Tvar spektrálnı́ hustoty

ψ(ω) =
σ2

π

2a2b
(a2 − ω2)2 + 4b2ω2

(1)

použı́vané v předchozı́ch pracı́ch je zvláštnı́m přı́padem ARMA(2,0) modelu.
S přihlédnutı́m k faktu, že numerické řešenı́ úloh probı́há v diskrétnı́ch krocı́ch, jakož i k tomu, že

záznamy naměřených náhodných procesů jsou diskrétnı́, použili jsme teorii diskrétnı́ch ARMA procesů.

2 Metoda

Pohyb lineárnı́ soustavy tuhých těles vybuzený pohybem podložı́ (napřı́klad při zemětřesenı́) se
popisuje rovnicı́

Mü(t) +Bu̇(t) +Cu(t) = Fv̇(t) +Gv(t) (2)

kde M, B, C – jsou reálné konstantnı́ čtvercové matice rozměru n× n

F, G – reálné konstantnı́ obdélnı́kové matice typu n×m

u(t) – sloupcový vektor odezvy odpovı́dajı́cı́ posunům (n)
v(t) – sloupcový vektor předepsaných posunů v podporách (m).
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Pro jednoduchost předpokládejme, že v(t) = v(t) je skalárnı́ funkce a F, G jsou sloupcové vektory,
v(ti) = m(ti)ηi, kde ti jsou časové okamžiky ti = i∆t, m(t) je deterministická modulačnı́ funkce a
η(t) taková, že η(ti) = ηi je náhodná posloupnost modelu ARMA použitého pro modelovánı́ náhodného
buzenı́.

2.1 Přı́má část
Jako prvnı́ krok převedeme rovnici (2) na diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho řádu

U̇(t) = QU(t) + F̃m(t)η̇(t) + (F̃ṁ(t) + G̃m(t))η(t) (3)

kde

U(t) =

(
u(t)
u̇(t)

)
; Q =

(
0 In×n

−M−1C −M−1B

)

F̃ =

(
0

M−1F

)
G̃ =

(
0

M−1G

)

s počátečnı́ podmı́nkou U(0) = 0. Označme pravou stranu rovnice (3) jako f(t) = F̃m(t)η̇(t) +
(F̃ṁ(t) + G̃m(t))η(t). Řešenı́ rovnice (3) je možno hledat pomocı́ Duhamelova integrálu ve tvaru

U(t) = eQ(t−t0)U(t0) +
t∫

t0

eQ(t−τ)f(τ)dτ (4)

Nebot’budı́cı́ funkce η(t) je definovaná pouze hodnotami v bodech ti, můžeme ji uvažovat jako lineárnı́:

η(t) =
ηi − ηi−1
ti − ti−1

(t− ti−1) + ηi−1 pro t ∈ 〈ti−1, ti〉

Stejným způsobem můžeme aproximovat modulačnı́ funkci µi = m(ti).

m(t) =
µi − µi−1
ti − ti−1

(t− ti−1) + µi−1 pro t ∈ 〈ti−1, ti〉

Integrál v rovnici (4) je pak přepsat do tvaru

U(tj) = eQ(tj−t0)U(t0) +
j∑

i=1

eQ(tj−ti)

ti∫
ti−1

eQ(ti−τ)f(τ)dτ (5)

což odpovı́dá rekurentnı́mu vztahu

U(tj) = eQ(tj−tj−1)U(tj−1) +

tj∫
tj−1

eQ(tj−τ)f(τ)dτ (6)

Označı́me-li
s1,i = Q−3

(
4I−

(
I+ eQ∆ti

)
(2I−Q∆ti)

)
(G+QF)

s2,i = ∆t2iQ
−1G , s3,i = 2Q−3 (Q∆ti − I) , s4,i = 2∆tiQ−2

dostaneme po dosazenı́ za m(t) a η(t) a výpočtu výraz pro integrál

S1,i =
1
∆t2
(s1,iµi−1 + (−s2,i + (s3,i − s4,i) (G+QF))µi)

S2,i =
1
∆t2

(
s1,iµi +

(
eQ∆tis2,i +

(
s3,i − eQ∆tis4,i

)
(G+QF)

)
µi−1

)



∫ tj

tj−1
eQ(tj−τ)f(τ)dτ = S1,iηi + S2,iηi−1

takže rekurentnı́ formuli (6) je možno zapsat maticově

Ui+1 = eQ∆tiUi + S1,iηi + S2,iηi−1 (7)

Přı́padný konstantnı́ časový krok ∆ti = ∆t výpočet zjednodušı́, nenı́ však nezbytný.

2.2 Popis buzenı́
Obecný ARMA(p, q) proces splňuje rovnost (viz [Anděl 76])

ηn −
p∑

i=1

ϕiηn−i = wn −
p∑

i=1

θiwn−i (8)

Koeficienty ϕi a θi modelu je nutno určit z požadovaného tvaru spektrálnı́ hustoty a {wn} je reálná
posloupnost nekorelovaných náhodných veličin (bı́lý šum). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že {wn} je centrovaná, t. j. Ewn = 0„ Ewnwn = σ2. Rovnost (8) je možno zapsat rovněž v maticovém
tvaru

ηn+1 = Φηn + ρn+1 (9)

kde

ηn =


ηn

ηn−1
...

ηn−p+1

 , ρn =


wn −

∑q
j=1 θjwn−j

0
...
0

 , Φ =

ϕ1 ϕ2 · · · ϕp

1 0 0 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 1 0


Nynı́ rozšiřme vektor neznámých posunů a rychlostı́ Ui o neznámé hodnoty buzenı́ ηi a rovnici (7)

rovnicı́ (9). Po dosazenı́Yn =

(
Un

ηn

)
bude

Yi+1 = ZiYi + ri+1 (10)

kde

Zi =

(
eQ∆ti Ti

0 Φ

)
, ri =

(
0
ρi

)
Matice Ti bude mı́t tvar

Ti = (S1,i,S2,i,0, . . . ,0)

2.3 Výpočet kovariančnı́ matice
Výpočet disperse odezvy je možno provést podle definice kovariančnı́ funkce pro proměnné Yi defino-
vané rekurencı́ (10) za předpokladu, že matematický střed odezvy bude nulový. To je splněno jednak pro
lineárnı́ úlohy (2), jednak pro symetrické nelineárnı́ úlohy.
Kovariance systému bude

EYi+1YTi+1 = ZiEYiYTi Z
T
i + ZiEYirTi+1 +

(
ZiEYirTi+1

)T
+ Eri+1rTi+1

Platı́:

Eri+1rTi+1 =

 0 0 00 c 0
0 0 0

 , c =

(
1 +

q∑
i=1

θ2i

)
σ2



nenulový prvek c je na pozici (n + 1, n + 1), je-li n délka vektoru Ui. Pro výpočet ZiEYirTi+1 stačı́
uvážit části vektorů týkajı́cı́ se ARMA modelu. Rekurentnı́m použitı́m rovnosti (9) dostaneme

Eηiρ
T
i+1 = E

(
Φηi−1 + ρi

)
· ρTi+1 = ΦEηi−1.ρ

T
i+1 + Eρi · ρTi+1

= E
(
Φ
(
Φηi−2 + ρi−1

)
+ ρi

)
· ρTi+1 = Φ2Eηi−2.ρ

T
i+1 +ΦEρi−1.ρ

T
i+1 + Eρi · ρTi+1

...

= ΦqEηi−q.ρ
T
i+1 +Φ

q−1Eρi−q+1.ρ
T
i+1 + . . .+ΦEρi−1.ρ

T
i+1 + Eρi · ρTi+1

V poslednı́ rovnici je možno řı́ci, že Eηi−q.ρ
T
i+1 = 0, nebot’ve všech sčı́tancı́ch bude Eηkwl pro k < l.

Dále platı́, že

Eρk−j · ρTk =
( (

−θj +
∑q−j

i=1 θiθi+j

)
σ2 0

0 0

)
pro j = 1, . . . , q. Je tedy

Eηiρ
T
i+1 =

q∑
j=1

Φj−1Eρi+1−j · ρTi+1

3 Parametry ARMA modelu

Parametry ARMA modelu je možno zvolit podle požadovaného tvaru spektrálnı́ hustoty. Při určenı́ těchto
parametrů je nutno rovněž vzı́t v úvahu hodnotu ∆t, nebot’ tato hodnota má vliv na rozptyl či intenzitu
bı́lého šumu {wk}. Jediným omezenı́m, podmı́něným stabilitou výpočtu, je nutnost, aby determinant
det |Φ| < 1. Poznamenejme, že det |Φ| = |ϕp|.
Podle [Zhang a Zheng 1999] je možno Kanai–Tajimi spektrum [Tajima1960], použı́vané v seismickém
inženýrstvı́ a definované jako

S(ω) =
S0
2π

ω4g + 4ζ
2
gω
2
gω
2

(ω2g − ω2) + 4ζ2gω2gω2

definovat jako ARMA(2,1) model s parametry

ϕ1 = 2e−a1∆t cos b1∆t ϕ2 − e−2a1∆t θ1 = −c±
√
c2 − 1 (|θ1| ≤ 1)

kde

a0 =
2ζg
ωg

a1 = −ζgωg b1 = ωg

√
1− ζg

a konečně

σ2 =
b1(1 + a20ω

2
g) sinh(2a1∆t)− a1(1− a20ω

2
g) sin(2b1∆t)S0

2a1b1(a21 + b
2
1)e2a1∆tωg

4 Numerický přı́klad

Jako přı́klad ukážeme rozptyl odezvy jednoduchého oscilátoru

ẍ(t) + 2hω0ẋ(t) + ω
2
0x(t) = v̇(t) + v(t) , x(0) = ẋ(0) = 0

pro hodnoty ω0 = 0.31π, h = 0.15 a parametry ARMA modelu ϕ1 =1,94797 a ϕ2 =-0,950279,
θ1=0,9712127 , σ = 1, 51, ∆t = 0.05. Spektrálnı́ hustota buzenı́ podle Kanai-Tajimi je vykreslena na
obrázku 1. Jejı́ vrchol zhruba odpovı́dá vlastnı́ frekvenci oscilátoru. Rozptyl odezvy je je na obrázcı́ch 2
a 3 (po řadě posun a rychlost).
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Obr. 1 Spektrálnı́ hustota buzenı́
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Obr. 2 Rozptyl posunu odezvy oscilátoru
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Obr. 3 Rozptyl rychlosti odezvy oscilátoru

5 Závěr

V předkládané práci navrhujeme numerický výpočet stochastických charakteristik odezvy lineárnı́ sou-
stavy na Gaussovské nestacionárnı́ buzenı́ reprezentované modulovanou posloupnostı́ vyhovujı́cı́ obec-
nému ARMA modelu. Uvedenou metodu je možno poměrně jednoduše zobecnit i pro symetrické ne-
lineárnı́ problémy. Nenı́ vhodná pro přı́liš rozsáhlé soustavy. Hlavnı́ výpočetnı́ nápor je soustředěn do
výpočtu maticové exponenciely a LU rozkladu matice Q, jejı́ž dimenze je rovna dvojnásobku dimenze
soustavy.
Poděkovánı́: Práce vznikla za podpory grantů GAAVČR No. A 271002/00 a GAČR 103/96/KO34. Text
byl upraven procesorem LYXa LATEX.
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