o National Conference with International Participation

ENGINEERING MECHANICS 2001
2001 Svratka, Czech Republic, May 14 — 17, 2001

INTERACTION OF VISCOUS INCOMPRESSIBLE
FLUID AND ELASTIC VOCAL FOLDS

Alexandr Damasek’ Pavel Burdaf

Summary: The paper analyses numerical computations of vibrations of vocal folds and
their interaction with flowing air using the finite element method. Domain decomposition
algorithm for simultaneous integration in time of coupled system of Navier-Stokes equations
and equations of linear elasticity is described. Numerical results are presented and accuracy
of computations is discussed.

Key words: Fluid-structure interaction, vocal folds, finite elements.

1 Uvod

7 hlediska lékarské praxe je rozvijeni diagnostiky hlasivek velice diilezitou soucasti tohoto
oboru. Lidsky hlas je vytvaren pomoci vibraci hlasivkového svalu vlivem proudiciho vzduchu.
Hlasivka se vedle vlastniho svalu skldda z vazu a povrchového epitelu. V hlasivkové Stérbiné
dochézi ke slozitym interakcim proudiciho vzduchu s kmitajici tkani. Proto se ukazuje potieba
podrobného matematického modelu, ktery by umoznil pomérné piesné popsat dynamické a
aeroelastické déje v hlasivkach.

2 Matematicka formulace

Me¢jme vazkou, nestlacitelnou tekutinu, zaujimajici oblast 2y C IR? a linearné elastické t&leso
zaujimajici oblast Q, C R®. Piedpokladdme spoleénou ¢ast hranice T'; C 99, U 9 7. Vektor
n se slozkami (n1,ng,n3) necht znaci jednotkovou vnéjsi normalu k hranici 0€2.

Uvazujme teorii malych posunuti (uy,us,us), w; = ui(x,t), i =1,2,3, x = (x1,22,23) ,
t € (0,T) na oblasti Q,. Cauchytv tensor napéti o;;(x,t) na € je dan Hookovym zékonem

0ij = Negr(u)dij + 2peq;(u). (1)

Zde A(z), p(x) jsou Lamého koeficienty, e;; je tensor malych deformaci,

1 ([ Ou; 6Uj .
ez](u)_2<axj+ari)7 1,7 =1,2,3, (2)

0;; znaci Kroneckertiv symbol.
Tekutina, zaujimajici oblast €2, je popsadna Navier-Stokesovymi rovnicemi

@—F(U-V)U—VAU—FVP =/ (3)

ot
dive = 0v Qs x(0,7T),
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Obrazek 1: Oblast tekutiny (vzduchu) a elastického télesa (hlasivek)

kde f = f(x,t) jsou objemové sily.
Napéti v tekutiné je dano vztahem

. B 8’01' avj
Tij = pf [—p(sw +v (8%’ + 8951)] , (4)

kde v;, i = 1,2, 3 jsou slozky rychlosti, p tlak normalisovany hustotou p, v kinematicky koeficient
vazkosti. Na oblasti {25 musi byt splnéna rovnovaha sil

82u¢ _ 801']'
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na Q, x (0,7). ()

Na c¢asti hranice I'}, jsou pfedepsana posunuti,
u=up na I'}. (6)
Na casti hranice F£ predepisujeme Dirichletovské okrajové podminky,
v =vp. (7)
Na kontaktni plose mezi elastickym télesem a tekutinou I'; je tfeba, aby byla splnéna
1. podminka spojitosti vSech slozek normalovych napéti

f_ s f_ s
Tijnj = ojn; na Iy, n; = —nj, (8)

2. podminka spojitosti vSech slozek rychlosti

Gui
ot

=wv;, i=1,2,3naTly. (9)

Dale je nutné predepsat odpovidajici po¢ateéni podminky v ¢ase t = 0,
u(a:,O) = u0($)7 u(x,O) = U1($), x € (g, (10)
v(z,0) = wvo(x), x € Qy.

3 Reseni vdzaného problému metodou domain-decomposition

Postup v§poctu jedné prostorové iterace pro nalezeni feseni v ¢ase t"t1, zndme-li FeSeni v
¢asovych krocich t!,... " Ize popsat nasledovné (srovnej [3])



1. zvolme v?“ naI'y

(obvykle volime v7™! = v? jiz spoctené, pro n = 0 pocateéni podminky)
2. v 2y najdeme v,p v Case t"*+1 spliujici

0
8—:+(U'V)U—VAU+Vp = f,

dive = 0 vQy (11)

s pocatecni podminkou v(z,t") = v"(z),x € Qy
a okrajovou podminkou v(z, ") = v} (z) na I';

3. na I'; vypoclteme napéti

5(v) = py | —pdij + v utt | O (12)
TZ] v = pf p “ 8$j 321?1

4. v Qg uréime u(z, ") jakozto feseni problému

82ui o (%ij(u)
Ps 8t2 - 8.CCj (13)

s pocatecnimi podminkami

ui(z, t") = ul(x),
Uiz, t") = 4} (z), x € Q
a okrajovou podminkou
B n+1 s _ . n+1 f
oij(u(z, "7 ))ni = 7ij(v(z,t"7))n; na Ty

5. v Qs vypoéteme 7;(t"*!) a polozime na I'; novou aproximaci rychlosti rovnu, napiiklad

oW = 0,5(v; + 1)
(nebo vV EW = qu; + (1 — 7)uy

pro néjaké redlné ¢islo v € [0,1) ).

3.1 Numerické reSeni vazké nestlacitelné tekutiny metodou konecnych prvki

Pro diskretisaci metodou kone¢nych prvki pouzivime Hood-Taylorovy prvky P2/P1, kde
jsou hodnoty rychlosti zadany v rozich a stfedech hran kostky ¢i pétisténu, pripadné ¢tyrsténu
a hodnoty tlaku jen v rozich. Potom jsou slozky rychlosti i tlaku aproximovany jako spojité
funkce v prostorovych proménnych [1],[4]. Navier-Stokesovy rovnice v bodé 2 algoritmu domain-
decomposition fesime semiimplicitni metodou. Pti ¢asové diskretisaci nahradime na n 4+ 1— té
Casové vrstveé derivaci rychlosti podle ¢asu Eulerovou zpétnou diferenci, nelinearni ¢len nahra-
dime

(u-Viux (u"- V)u" (14)

Rozepsanim hledanych rychlosti a tlakt jako lineadrnich kombinaci tvarovych funkci dostaneme
vyjadfeni matic a pravych stran pro metodu konec¢nych prvki.



3.2 Numerické reSeni dynamiky elastického kontinua

Pro feseni kmitani elastického kontinua v bodé 4 schématu pouzijeme Newmarkovu metodu

[2]. Pro prostorovou diskretisaci struktury jsou pouzity kvadratické isoparametrické koneéné
prvky.

4 Proudéni samotné tekutiny podél tuhého profilu hlasivek

Nejprve jsme uvazovali samotné 2D proudéni vazké nestlacitelné tekutiny v prostoru daném
profilem hlasivek bez uvazovani elasticity stén. Proudéni jsme nechali rozvinout z klidového do
stacionarniho stavu. Sit kone¢nych prvkd pro vzduch obtékajici hlasivky je na obr. 2, stacionarni

rychlostni a tlakové pole na obr. 3.
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Obrazek 2: Sit oblasti tekutiny obtékajici hlasivky

Proudéni uvazujeme pro nasledujici parametry:

Vstupni rychlost tekutiny v ose y: vy, = 1[m.s™!]
Kinematické viskozita: v = 0.00015[m?.s71]
Hustota tekutiny: p = 10[kg.m™3
Reynoldsovo ¢islo: Re = 246.6667
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Obrazek 3: Vektory rychlosti a isolinie tlakd po dosaZent staciondrniho stavu

5 Kmitani télesa hlasivek bez uvazovani proudici tekutiny

Pro model hlasivek uvazujeme homogenni tkan se stfedni hodnotou Youngova modulu.
Povrch hlasivek je namahan napétim od tekutiny, které zac¢ne pusobit v Case tg. Pro zjisténi
mechanickych vlastnosti hlasivek je rozhodujici urceni vlastnich frekvenci a vlastnich tvaru.
Vlastni frekvence jsou urceny pfimym vypoc¢tem problému vlastnich ¢isel a vlastnich tvart,
jednd se o metodu iterace podprostoru. Kromé toho jsou vlastni frekvence jesté zjiStény
Fourierovou metodou. Dale je pocitana jednak varianta bez vnitiniho tlumeni struktury a
jednak varianta s vnitfnim tlumenim, jehoz koeficient byl nastaven na hodnotu DAMP = 1,005.
Vnitini tlumeni struktury je proporcionalni k matici hmotnosti.
Pro vlastni tvorbu hlasu je rozhodujici predevsim piicnd vychylka ve sméru x, zatimco vliv
podélné vychylky ve sméru y nebude patrné tak vyznamny.



Na nésledujicim obrazku je zndzornéna sit pro oblast hlasivek.
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Obrazek 4: Sit konecényjch prvki pro oblast hlasivek

Pro kmitani elastického télesa byly uvazovany tyto parametry:

Youngtv modul E = 8.103Pd
Poisonovo ¢islo v = 03
Hustota materialu p = 1020[kg.m 3]

Na dalsich obrazcich jsou vykresleny prvni ¢tyfi vlastni tvary hlasivek.
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Obrazek 5: Prvni ¢tyfi vlastni tvary télesa hlasivek

Vlastni frekvence jsou zjistovany pomoci metody iterace podprostoru a pomoci Fourierovy
transformace (FFT).

Vypoctené vlastni frekvence metodou iterace podprostoru pro strukturu bez uvazovani
vnitfniho tlumeni jsou uvedeny nize:

F1 = 68.66 Hz
F2 = 1249 Hz
F3 = 1471 Hz
F4 = 2411 Hz

Vlastni frekvence zjisténé pomoci Fourierovy transformace pro strukturu s hodnotou
vnitfniho tlumeni DAMP=1.005 jsou nasledujici:

F1 = 64.5 Hz
F2 = 1198 Hz
F3 = 138.25 Hz
F4 = 2212 Hz

7 obou pripadu je vidét, ze diky vnitfnimu tlumeni struktury doslo k urcitému posunuti
vlastnich frekvenci k nizsim hodnotam.
6 Interakce vazké nestlacitelné tekutiny s elastickou sténou hlasivek

Problém interakce byl feSen popisovanym algoritmem domain-decomposition s ¢asovym kro-
kem 7 = 0.0005 s Relativni pfesnost prostorovych iteraci je ddna normou rozdilu rychlosti teku-



tiny na rozhrani v/ a rychlosti vijchylky struktury na rozhrani v*. Norma rozdilu |[vf — o3| L2(T7)
byla nastavena na hodnotu e = 10~ a pro dosazeni konvergence bylo potieba 6-15 prostorovych
iteraci.

Nejprve jsme z divodu porovnani vlastnich frekvenci mezi samotnym kmitanim struktury
a interakci uvazovali stejny koeficient tlumeni DAMP=1,005, pfestoze takto nastaveny systém
nevykazuje dostatecny utlum a hodnota koeficientu zdaleka neodpovida hodnotam z experi-
mentu.
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Obrézek 6: Casové pritbéhy kmitt u,[m] a u,[m]

Vlastni frekvence zjisténé pomoci Fourierovy transformace pro pfipad vnitiniho tlumeni
DAMP=1.005 a vstupni rychlosti v, = Im/s jsou tyto:

F1 = 64.5 Hz
F2 = 1198 Hz
F3 = 1429 Hz
F4 = 248.85 Hz

Z porovnani hodnot vlastnich frekvenci samotné kmitajici struktury a hodnot vlastnich frek-
venci odpovidajicich interakci elastické struktury s proudici tekutinou vyplyva, Ze bylo dosazeno
dobré shody.

V dal$im postupu jsme nastavili koeficient tlumeni na hodnotu DAMP=112,15, ¢imz je
uvedena v soulad s hodnotou £ = 0,13, ziskanou experimentalné. Na nésledujicich obrazcich
jsou uvedeny ¢asové priubéhy vychylek ve sméru z a y pro hodnotu tlumeni DAMP = 112.15 a
pro hodnotu vstupni rychlosti v, = Im/s, vy, = 2m/s , vy, = 10m/s .

Na prubézich vychylek lze pozorovat, ze dojde k pomérné rychlému utlumeni asi po 100
krocich, odpovidajicim 0.05 s. Déle je patrné, ze se zvysujici se rychlosti dochéazi k jakémusi od-
tékani télesa hlasivek ve sméru proudeéni, a k urc¢itému prelévani energie, definované postupnym
presouvanim nartstu amplitud ze sméru x do sméru y. Ukazuje se, Ze jde o nelinearni problém,
nebot vychylka u, se vzristajici rychlosti nejprve rostla, ale pro rychlost 10m/s doslo dokonce
k jejimu poklesu a k pfenosu energie ve prospéch vychylky u,.

Z casovych vychylek pro vstupni rychlost v;, = Im/s byly opét pomoci Fourierovy metody
zjistény vlastni frekvence. Déle byly pro stejny pripad vstupni rychlosti ve dvou riiznych casech,
odpovidajicich horni a dolni amplitudé vychylky ve sméru x, vykresleny deformace celé sité
struktury.
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Obrézek 7: Casovy pritbéh kmitt u,[m] a u,[m] pro vy, = 1[m/s]
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Obréazek 8: Casovy pribéh kmith u,[m] a u,[m] pro vy, = 2[m/s]
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Obrézek 9: Casovy pritbéh kmitt u,[m] a u,[m] pro vy, = 10[m/s]

Vlastni frekvence zjisténé pomoci Fourierovy transformace pro piipad vnitifniho tlumeni
DAMP=112.15 a vstupni rychlosti v, = Im/s jsou nasledujici:
F1 = 645 Hz
F2 = 1198 Hz
F4 = 2442 Hz



Prvni i druhd vlastni frekvence odpovidaji frekvencim pro predchozi pfipad interakce s niz-
kym vnitfnim tlumenim a vykazuji tedy soulad s vlastnimi frekvencemi struktury bez uva-
zovaného vnitiniho tlumeni. Tteti vlastni frekvence je z amplitudo-frekvenéniho spektra dané
odezvy neidentifikovatelna, nebot z divodu blizkosti s druhou vlastni frekvenci a velkého vniti-
niho tlumeni doglo ke spojeni jejich resonan¢nich vrcholii. Ctvrta vlastni frekvence je oproti téze
frekvenci v pripadé vnitiniho tlumeni s koeficientem DAMP=1.005 sniZena.

P1i vypoctech jsme zkoumali téz vliv pTfesnosti € prostorovych iteraci a vliv délky casového
kroku 7 na ¢asovy priubéh vychylek struktury. Vliv pfesnosti prostorovych iteraci (vypocty
provedeny pro ¢ = 1075, ¢ = 10~8) mezi tekutinou a strukturou se projevil na priibéhu vychylek
jen velmi nepatrnou zménou i kdyz pocet prostorovych iteraci se znatelné zvysil ( 30-40 oproti
6-15) .

Volba délky casového kroku je uréitym kompromisem mezi délkou kroku pro tekutinu a
délkou kroku pro elasticky material. Zatimco pro tekutinu feSenou semiimplicitnim schématem
volime ponékud delsi ¢asovy krok, pro elasticky material popisovany Newmarkovou metodou
potfebujeme zvolit casovy krok spise kratsi.
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Obrazek 10: Vychylky v 9. a 25. ¢asovém kroku ve sméru x
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