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SIMULATION MODELS OF VIBRATION
OF ONE-DIMENSIONAL CONTINUUM
FOR TIME-DOMAIN ANALYSIS

Antonin Bubdk*

Summary: This paper deals with a solution of longitudinal and torsional vibration of thin
rods with and without internal damping. The calculated transfer functions have rational
form. Two simulation models named "% two-port network” have been created in the DY-
NAST program on the basis of these solution results.
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1 Uvod

Podélné a torzni kmitani jednorozmérnych ttvart lze modelovat budto s uvazovinim sou-
stredénych nebo spojité rozlozenych parametri. Prvni zptisob je pomérné casto pouzivany diky
jednoduché formulaci vztahu mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami. Jeho nevyhodou je vsak
problém stupné diskretizace, jedineény pro kazdou tlohu, a s tim spojené tézko odhadnutelné
presnosti vypoc¢tu. Pro presné numerické vypocéty je zahodno uvazovat spojité rozlozené pa-
rametry, nebot jsou mnohem blizsi fyzikalni podstaté. Castéjsimu pouziti soustav se spojité
rozlozenymi parametry k simula¢nim vypoc¢tiim dynamickych systémii v casové oblasti nékdy
brani predstava velkého mnozZstvi ziskanych dat, ¢asto zbyteénych, jez jsou spojeny s numeric-
kym FeSenim vlnové rovnice, nebot ta je funkci nejen ¢asu ale i polohy. Obvykle totiz staci znat
prubéh veli¢in pouze v mistech, kde je kontinuum pripojeno k sousednim éastem dynamického
systému, tedy na okrajich. Proto se zde nabizi myslenka nalezeni takového feSeni vlnové rovnice,
jez by davalo do vztahu pouze veli¢iny v krajnich bodech. Jinymi slovy ziskat pfenos mezi vstup-
nimi a vystupnimi veli¢inami, za které se povazuje sila a vychylka (kroutici moment, natoceni).
Takové feseni vinové rovnice je samoziejmé znamé. Jeho nevyhodou je ale skutecnost, ze preno-
sem jsou funkce s matematicky velmi obtiZzné proveditelnou zpétnou transformaci z frekvencni
oblasti do ¢asové, a proto jejich zadani bézné simulaéni programy (MATLAB/SIMULINK, DY-
NAST ...) uvypodti v ¢asové oblasti nepodporuji. Zde je mozné zad4vat pfenosy pouze ve tvaru
raciondalnich lomenych funkci.

Proto bylo pro podélné a torzni kmitani jednorozmérného kontinua provedeno takové reseni
vlnové rovnice, které vede k ziskani prenosu ve tvaru raciondlni lomené funkce. Konkrétné se
jednd o feseni netlumeného podélného kmitani tenké pruzné tyce, podélného kmitani tenké
pruzné tyce s vnitinim viskéznim tlumenim a torzniho kmitéani.
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2 Odvozeni zakladnich vztahu

2.1 Podélné kmitani tenké pruzné tyce
Podélné kmitani tenké tyce! stalého priifezu bez vnitintho ¢i vnéjsiho tlumeni je obecné popsano
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Za predpokladu linearné elastického materidlu plati pro vnitini normalovou silu Hooketv zdkon
ou
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A je plocha prufezu tyce, p je hustota materidlu a £ Youngtiv modul pruznosti.
U rovnic (1) a (3) se obecné predpokladaji nehomogenni okrajové podminky I. typu (obr. 1)
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Obrazek 1: Okrajové podminky podélné kmitajici tyce

Analytické feSeni rovnice (1) je provedeno Fourierovou metodou, kterd hleda feseni s ohledem
na okrajové podminky ve tvaru fady
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'Ptesnd definice pojmu tenkd ty¢ viz [1, strana 220].



Dosazenim (5) do Hookeova zdkona (3) vychézi pro silu F

lZmrT cos( i )+uz()—u1(t)] (10)

a v krajnich bodech 1 a 2 (z =0 a = [) pak plati
Fi( lZmrT ) + ua(t) —ul(t)] ) (11)

Fy( lZmrT +uz(t)—u1(t)] .

Po provedeni Laplaceovy transformace, poloZeni n =7 a dosazeni (9) se ziskaji koneéné vztahy
(za predpokladu nulovych pocéatecnich podminek) mezi silou a posunutim v krajnich bodech
v prenosovém tvaru
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nebo v maticovém vyjadreni s admitanéni matici
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Platnost vztahu je pro k dle [1, strana 220] omezena vztahem
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kde d je pramér tyce.

2.2 Podélné tlumené kmitani tenké pruzné tyce

Podélné kmitani tenké tyce s vnitrnim tlumenim vyjadiené viskoelastickym modelem s ,para-
lelni“ viskozitou 2 je popsino parcialni diferencidlni rovnici
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Pro vnitini normalovou silu plati vztah vyplyvajici ze zvoleného viskoelastického modelu
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2V odborné literatuie uvadén pod nizvem Voigtiv-Kelvintiv model.



A je plocha prifezu tyce, p je hustota materidlu, £ Youngtv modul pruZznosti a v kinematickéd
viskozita.

U rovnic (16) a (17) se opét obecné piredpokliddaji nehomogenni okrajové podminky
I. typu (obr. 1)

w(0,t) = wui(t), wu(l,t) =wua(t), F(0,t)=Fi(t), F(,t)=F(t). (18)

Reseni rovnice (16) znovu hleddme, s ohledem na okrajové podminky, ve tvaru fady
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Laplaceovou transformaci dostdvdme pro T} vyraz
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Laplaceovou transformaci (26), poloZenim n = j a dosazenim (23) se ziskaji konefné vztahy
(za predpokladu nulovych pocéatecnich podminek) mezi silou a posunutim v krajnich bodech
v prenosovém tvaru
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Pro v = 0 prejdou vztahy (27) a (28) na (12) resp. (13).

2.3 Torzni kmitani valcovych tyé¢i kruhového a mezikruhového prurezu

P¥i torznim netlumeném kmitani ty¢i kruhového a mezikruhového prifezu plati? vinova rovnice
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Torzni moment vyvolany natocenim prifezu je
0
M =22 (31)
ox

¢ je natoceni celého prifezu, G je modul pruznosti ve smyku, Jr moment tuhosti v krouceni.
Protoze rovnice (30) a (31) jsou analogické s rovnicemi (1) a (3) pro podélné kmitani tyéi,
je mozné napsat rovnou vysledné vztahy platné pro obecné nehomogenni okrajové podminky
I. typu
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3Za piedpokladt uvedenych v [1, strana 228].



nebo v maticovém vyjadieni s admitanéni matici
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Odvozené vztahy lze s vyhodou pouzivat k numerickym vypoc¢tim kmitani v ¢asové oblasti,
nebot ziskané prenosy jsou racionalni lomené funkce, se kterymi umi béZné simula¢ni programy
v casové oblasti velmi dobi'e pracovat.

3 Pocditacové zpracovani a ovéreni

K vytvoreni simulac¢nich modelt jednotlivych typt kmitani kontinua vyuzivajicich odvoze-
nych vztahi a jejich ovéfeni byl pouzit program DYNAST [4]. Tento program slouzi k ¢asové
a frekvenéni analyze linearnich i nelinedrnich dynamickych soustav. Umoznuje zadat dynamické
systémy kombinaci mnohopdlovych i blokovych schémat a algebro—diferencialnich rovnic. Rov-
nice odpovidajici mnohopdlim si formuluje sim. Protoze program tesi vSechny rovnice soucasné,
odpadaji potize s algebraickymi smyckami. Pii tvorbé modelti neni nutné explicitné délit veli-
¢iny na vstupni a vystupni, jako je tomu v programu MATLAB/SIMULINK, a proto neni nutné
pro model jedné soucééasti vytvaret nékolik modeli, které odpovidaji mozné kombinaci vstupnich
veli¢in. Déale program umoznuje vytvafret tzv. submodely redlnych soucasti, které jsou ulozeny
v nezavislych datovych souborech a lze je vyuzivat k sestavovani modeld vétsich systémii. Celkem
tedy byly pro program DYNAST vytvofeny dva submodely (s ohledem na uzivatelsky komfort)
reprezentujici podélné a torzni kmitani tenkych tyci.

Pro submodel vytvoreny na bazi rozlozenych parametrt byl, vzhledem k jeho podstaté, za-
veden nazev Y-clanek. Vyhodou Y-¢lankt je skutecnost, ze pro libovolnou délku kontinua staci
pouzit pouze jeden ¢lanek, aniz by se tim ovlivnila pfesnost vypoétu, nebot sdm vychazi pravé
z exaktniho FeSeni rovnice popisujici kmitani tohoto kontinua.

Dale nasleduje ptriklad demonstrujici vlastnosti a pouziti vytvorenych submodelt v progra-
movém prostiedi DYNAST:

Ukazkovy priklad — vynucené kmitani vetknuté ty¢e s hmotou na konci

Ocelova ty¢ pruméru 32 mm a délky 3 m, v bodé 1 vetknutd, s pfipojenou hmotou M = 9,4 kg
(polovi¢éni hmotnosti tyce) v bodé 2, zatizend periodickou silou F.

Simula¢ni schéma je zndzornéno na obr. 2. 3-¢lanek je v misté vetknuti ,,uzemnén“, coz odpo-
vida podmince, ze rychlost v tomto bodé je nulova. Na druhé strané je k nému pripojena hmota
a budici sila. V pfipojovacim uzlu plati podminka silové rovnovahy mezi budici, d’Alembertovou
a vnitini reakéni silou v ty¢i. Tim jsou formulovany, uzivatelsky velmi prijemné, rovnice systému.
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Obrazek 2: Ukazkovy priklad a simula¢ni model

Na obr. 3 jsou ziskané ¢asové pribéhy veli¢in — vychylky na volném konci tyc¢e w9 a reakéni
sily v ulozeni F}. V grafu pribéhu reakcni sily F) je v pocatku dobie patrné dopravni zpozdéni
vyplyvajici z fazové rychlosti Sifeni podélné viny.

Casovy prubeh velicin (k=5)
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Obréazek 3:

Obr. 4 znazoriuje amplitudo-frekvencéni charakteristiku prenosu mezi budici silou F» a vy-
chylkou ys. Vypoctené vlastni frekvence velice presné odpovidaji teoretickym hodnotam vy-
pocitanym z frekvenéni rovnice dle [1, strana 213](odchylky jsou zpusobené chybou odecitani
z grafi).
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Obréazek 4:
Tabulka 1: Porovnani vlastnich frekvenci

vl. frekvence 1 2 3 4 5

fteor [Hz] 296 | 1003 | 1811 | 2651 | 3502

Joyp [Hz] 302 | 1011 | 1816 | 2655 | 3507

4 Zavér

Popsand metodika vypoctu je pomérné univerzalni a je mozné ji pouzit i na jiné typy vlnovych

rovnic, nez jsou predmétem piispévku.
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