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SOME REMARKS ON COLLAPSE-MODELS OF
CAVITATION BUBBLES

Zdenék BAYER’

Summary: The paper refers to the Rayleighs (R—) and Rayleigh—Plessets models of
cavitation bubble dynamics. For the latter one the influence of the state of water, water
vapor, air and of theirs physical properties as well as their constants is checked up. E.g.
the influence of the Poisson constant on amplitude and velocity of bubble—diameter is
checked up. On the base of R—model the bubble—compression with heat transfer is
studied, a simple analytical model of such process is presented and compared with the
polytropic compression. It is shown that a) the differences of pressures and temperatures
may be small but they increase rapidly with increasing volume—change of the bubble, and
b) the laws of heat transfer may also co—influence the process course.
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1. MODELY DYNAMIKY KAVITACNICH BUBLIN

Rovnice popisujici dynamickou rovnovahu kavita¢nich bublin prosly pomérné dlouhym
vyvojem. Pies jejich dneSni dokonalost sotva lze tvrdit, Ze tento d¢j je jimi popsan zcela uspokojive.
Jako ptiklad lze uvést, Ze pro zminéné rovnice je spolecné to, ze pocitaji s ,,zivotem* bublinky od
jejiho pocatecniho stavu ( ), daného jejim primérem (R) a dal$imi podminkami, které Ize z této
skute¢nosti z¢asti vyvodit a z¢asti také odhadnout a které jej — spolu s pouzitym modelem definuji.
Vymezeni této pocCatecni neurCitosti patii k nelehkym problémim. O nékterych dalSich aspektech
téchto dynamickych modeld pojednava predlozeny prispevek.

Ve zminéném vyvoji lze konstatovat nékolik dulezitych etap. Prvni vyznamnou z nich
charakterizuje rovnice pifedpokladajici existenci plynu v bubling o tlaku p,Zp°. (v kapaling v relativné
dostate¢né vzdalenosti). V ptipadé zmenSovani se bubliny (p,<p°) plati, Ze prace vykonana kapalinou
(W) se spotiebuje jednak na zvySeni jeji kinetické energie (E), jednak na kompresi plynného obsahu
bublinky (C). Pro jednotlivé energie pak plati [1,2]

W = p’(4103)(R,>—R%) ; E=2mR* R 2, C=C,Ci, C,=po(41V3)R,’, (1)

kde pje hustota kapaliny, R =0R/dt, t je Cas a vyraz Ci zalezi na blizSich podminkach komprese
plynu; krajnimi piipady jsou komprese adiabaticka a izotermicka, jako ptipad obecny se uvazuje d¢j
polytropicky. Po tpravé je v bezrozmérnych veli¢inach

W=E+C 0 3p R /(2py)=A(W-1)-wCi ; A=p°/p,, W=Vo/V=(RJ/R)’. )
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Prednosti této Rayleighovy (dale ,,R*) rovnice je, Ze umoziuje svou relativni jednoduchosti
analytické odvozeni fady zajimavych disledkti. Nevyhodou pak napf. to, Ze v daném tvaru neuvazuje
nékteré dilezité skutecnosti (napf. setrvacné sily, pfenos hmoty a tepla mezi obsahem bublinky a
okolni kapalinou) a vlastnosti v d&ji zO¢astnénych medii (vazkost, povrchové napéti, tepelnou
vodivost, specifické tepelné kapacity). Tyto a dal$i nedostatky se snazili napravit dal$i autofi a
rovnice. Hovofi se pak zpravidla o rovnici Rayleighové—Plessetove, jejiz jeden z tvart je

[R(OR /0t)+3 R %/2]p 4UR /R = p(T)+py(Ry/R)—pr—pa(t)+20/R , (3)

kde T, 1 a 0 jsou absolutni teplota plynu, dynamicka viskozita a povrchové napéti kapaliny a indexy v,
g, 1 znaci paru, plyn, kapalinu a p, ¢asové obecn¢ proménny budici tlak.

Rovnici je nutno fesit numericky. Pomoci ni byla orienta¢né analyzovana tada separatnich a
souhrnnych vlivi. Predstavu o nich dava tabulka 1. Do ni neni zahrnut vliv hustoty pary, ktery se za
uvazovanych podminek ukazal jako zanedbatelny. Postupné vzdy siln€j§im vlivem pisobi veli¢iny p,
Pv» Pa a zcela nejsilnéji se uplatnila teplota obsahu bublinky ovlivijici veli¢iny p,, py, O, H.Z
latkovych vlastnosti se nejslab&ji projevil vliv p,dale pak Ga nejsiln€ji vliv Poissonovy
konstanty K. Primérny vliv na maximalni amplitudu 9 byl pfitom zhruba tikrat slab$i nez vliv na
piislusnou rychlost k..

Tab.1. Relativni vliv nékterych fyzikalnich vlastnosti a parametri vyvoje kavita¢ni bubliny

Veli¢ina | y,Pas | p,m3/kg | o,N/m n’ Py, b Pas b TV, K | ®, Fadku
Stredni | 0.00275. 1000 0.115 4/3 0.06 0.93 311.15 —
IR - 0.408 0.231 0.30 0.358 0.735 1.059 0.454
Dr. 0.102 1.278 0.625 1.35 0.546 1.17 3.19 1.360
P, 0.0509” 0.228 0.380 0.406 0.442 0.928 1.84 0.703

®, ,— prumér a—aritmeticky, g-geometricky, Y polytropicky exponent,

2 superpozice viech vlivil zptisobenych teplotou, * @,

Takeé k rov. (3) lze mit urcité vyhrady, mj. proto, Ze neuvazuje jiz zminénou vyménu hmoty a
tepla. Prvni Casti problému je vénovana fada praci autori Marsik, Zima [3,4] =zabyvajicich se
odvozenim dal$ich ¢lent R-P rovnice respektujicich difusi a analyzou pfislusného vlivu. Prvnim
krokem ke druhé ¢asti je nasledujici stru¢nd uvaha o moznostech ptesnéjSiho respektovani vymény
tepla, pro jednoduchost vychdzejici z R—rovnice (2). Aplikace na jiné modely by vSak neméla byt v
principu obtizna.

2. KOMPRESE KAVITACNI BUBLINY PROVAZENA ODVODEM TEPLA

Moznost vymeény tepla v prubéhu existence bubliny je az dosud respektovana zavedenim
obecného polytropického exponentu n (1<n<K). MiZe se sice zdat podivné, Ze by d¢j definovany napf-.
hodnotou n=4/3 mél probihat identicky jako adiabaticky u plynu s toutéz hodnotou K=n a jako
polytropicky u jednoatomového plynu (k=5/3) a s intenzivni vyménou tepla, ale tak tomu ptirozené
neni. Pro polytropicky d¢j plati

B=qo/W.=(k—n)/(k—1), n=k—B(k-1), C,=(1-1)/(n-1), T=0§ ', m=a3, AS/c,=C,B(1-K)In(w), (4)

kde q,w je teplo odvedené v pribéhu komprese a w prislusna kompresni prace. Prvni z téchto rovnic
umoziuje rovnice stavovych zmén, rovnici pro praci a také rov. (2) formulovat jako funkce veli¢in K,[3
a upozorfuje, ze u polytropické zmény je relativni intenzita okamzitého tepelného toku v pribéhu
celého d¢je — komprese — konstantni. To je nepochybné predpoklad dosti odvazny a Ize jej patrné
pripustit jen pfi nepfili§ velkych zménach objemu bublinky. Otazkou je, jak je tomu pfi velkych
zménach. Posledni rovnice pak doklada samozfejmou skutecnost, Ze svrchu zminéna identita je jen
zdanliva.



Reseni R-rovnice s uvaZovanim této zmény pro A=konst. ukédzalo, Ze zatimco pokles
teplotniho poméru s ristem veliCiny [ je téméf linearni, veliiny w, Tt rostou progresivné
exponencialné a rostou také exponencialné s rustem tlakového poméru A. Proto by nezanedbatelné
mohly byt i disledky zmén intenzity tepelného toku v pritbéhu déje. Pro posouzeni této moznosti bylo
ovetovano nékolik jednoduchych modeld komprese s jinak definovanym odvodem tepla v pribchu
dé¢je. Z nich je dale uveden model ,,3“ charakterizovany odvodem tepla linearné zavislym na zméné
vnitini energie a na rozdilu okamzité a okolni teploty, coz vede k vyrazim pro stavovou zménu a
relaci mezi veli¢inami B a €

—dq=c.(T-T,).du, o '=1"Cexp[e(t-1)] , c=¢/T,,

m=t.w, £=2p/[(1-1)(1-B)], B=e(1-1]2+(1-1)] (5a)
a dale k vyjadreni prace, odvedeného tepla a zmény entropie

Cy=(t-1)[1+e(T—1)/2]/(K-1),Qo=C.e(1-1)42/(k-1), LS/(c,To)=Co[(k—1)In(w)-In(T)] .  (5b)

Lze ukazat, Ze oba modely davaji velmi zietelné odlisné pribehy déji. Proto zpisob jejich
porovnani je zajimavym tématem, coz tim spiSe plati pro porovnani obou d&u za podminek
odpovidajicich modelim dynamiky bublin. Pomérn¢ jednoduché je to u R—modelu (2), v némz neni
druha derivace a to jesté v ptipadé, Zze hledame jen extrémni hodnotu amplitudy objemu. Pak pro

podminku R =0 vymizi leva strana rov. (2) a za pfedpokladu dalSich podminek A=konst a B=konst
dostaneme pro oba modely implicitni rovnice w,(A,)=0, wi(A,B)=0 a jejich feSenim nejprve hledané
hodnoty ), , &3 a potom ostatni veli¢iny stavu.

3. NEKTERE VYSLEDKY A ZAVERY

Rozdily pti tomto zphsobu porovnani jsou az pieckvapivé malé, je ovSem tieba uvazit, Ze
pritom poméry tlakd, kompresni prace i odvedena tepla se 1isi a dale, Ze zde je velmi progresivni
zavislost na veli¢iné A. Absolutni velikost objemovych, tlakovych a teplotnich pomért dokladaji
obr.1, kde T,=T7A a A=10, obr.2 pro tlakovy pomér Tt, a obr.3 pro teploty. Na obr.4 pak je prub¢h
rozdilt tlakt a teplot obou modeld pro A=10. Porovnani s obr.1 ukazuje, Ze oba vrcholy jsou posunuty
vzdy smérem k vy$$im absolutnim hodnotam piislusnych veli¢in.

Poznamenejme, ze komplikovanéjs$i dynamické modely bublin nevedou k tak extrémnim
absolutnim hodnotam a lze soudit, Ze tomu tak je v disledku jednak tlumicich efektt viskozity a popf.
difuse a nepochybné také setrvacnosti v R—modelu neuvazované. Naproti tomu souhlasné by mélo
ptsobit povrchové napéti.

Je mozno dodat, ze model komprese s odvodem tepla 1ze formulovat daleko podrobnéji a
pfirozen¢ tim i presnéji. Pokud vSak mame na mysli pfipadné zaclenéni do rov. (1) s vyhodou
analytického feSeni, jsou moznosti podobnych modelii dosti omezeny podminkou, aby vztahy pro
infinitezimalni termodynamickou zménu a kompresni praci byly integrovatelné elementarné a alespon
z jedné z nich bylo mozno explicitné vyjadfit dals§i stavovou veli¢inu. Pfedlozeny model po této
strance sice vyhovuje, ale neni jisto, zda za uvedenych podminek pifedstavuje nejvhodnéjsi feSeni.
Stejné tak je tieba dale propracovat metodu porovnani modelt kompresi s odvodem tepla.

vvvvvv

kromé aplikace vztaht (5) uvazovat o odvodu tepla béhem komprese znacné obecnégji. Pro sdileni
tepla konvekci 1ze napt. vyjit z kriteridlniho vztahu

Nu Okonst.Re*Pr’, x=0.6, y=04, (6a)

kde Nu, Re a Pr jsou Nusseltovo, Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo a exponenty x a y se mohou od
uvedenych hodnot i dosti liSit. Pokud je vsak budeme ptredpokladat, Ize pro konstantu ¢ v rov. (5a)
zahrnujici soucinitel pfestupu tepla ndsobeny povrchem bublinky pocitat s funkci

¢ =konst.(R .c,A)**/(V*2R">) | (6b)
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Dostava se nam tak a) upozornéni, ze pii velkych objemovych zménach pii kompresi bubliny
mize byt zavislost na teploté ¢i jiné stavové veliiné jesté silnéjsi nez jak bylo uvazovano, b)
skuteCnost, ze dochazi k vymeéné tepla se miize promitnout i do soucasné piedstavy o vlivu stavu a
fyzikalnich vlastnosti latek na prib&h déje a c¢) voditka, jak se pfi navrhu dalSich modelt komprese ¢i
expanze kavita¢nich bublin orientovat.

Problém byl iesen v ramci grantu AV CR S2076003.
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